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На сьогоднішній день накопичено великий 
досвід застосування інтенсивних систем розро-
бки нафтових родовищ. Серед них однією із 
ефективних є площове заводнення, при якому 
експлуатаційні та нагнітальні свердловини роз-
ташовуються певним регулярним чином в ме-
жах розроблюваних площ [1]. 
У даній роботі на основі ідей методів квазі-
конформних відображень та поетапної фіксації 
характеристики процесу і середовища [3–5]  
побудовано алгоритм числового розв’язання 
модельних задач двофазної фільтрації типу  
Баклея-Леверетта, що дає змогу передбачити 
характеристик пластової системи для різних 
умов впливу на неї та вивчити особливості  
фільтрації в привибійних зонах свердловин. 
Розглянемо процес двофазної ізотермічної 
фільтрації рідин (води, нафти) в’язкості 1 , 2  
в елементі симетрії лінійної системи з шаховим 
розміщенням свердловин (рис. 1). 
Відповідні закон руху та рівняння нероз-
ривності течії, записані відносно квазіпотенціа-
лу швидкості ( , , ) ( , , )x y t p x y t p       
( ( , , )p x y t  – тиск, p  – деяке характерне його 
значення) та насиченості водою ( , , )s s x y t , 
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 – вектори швидкості,  
  – пористість, t  – час,  
 21 (1 )k s  ,  22k s  – відносні фазові про-
відності, k  – абсолютна провідність ґрунту. 
Звідси, з урахуванням сумарної швидкості 
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 фільтраційної течії та початкових і 
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де:        * { :L z  cos( )x r  , sin( )y r  ,  
*3 / 4 2 } { : ( , ) 0}z f x y      ,  
* { :L z  cos( )x r a  , sin( )y r b  , 
* / 2 } { : ( , ) 0}z f x y      , 
0 0{ : ( , ) 0}L AN ND z f x y    , 
0 0{ : ( , ) 0}L BM MC z f x y    , 
{ : 0, }AN z x r y b      , 
{ : ,0 }ND z y b x a r      , 
{ : 0, }BM z y r x a    , 
{ : ,0 }MC z x a y b r      , 
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На основі ідей методів квазіконформних відображень та поетапної фіксації характеристик процесу і 
середовища побудовано алгоритм числового розв’язання модельних задач двофазної фільтрації типу Бак-
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По идеям методов квазиконформных отображений и поэтапной фиксации характеристик процесса и 
среды построен алгоритм числового решения модельных задач двухфазной фильтрации типа Баклея-
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Based on the ideas of the methods of quasiconformal mappings and a phased commit process characteristics 
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( , )s x y , ( , )x y  – задані, достатньо гладкі 
функції такі, що: **L
s s , **L 










Аналогічно до [3], ввівши функцію течії   
(квазікомплексно спряжену до  ) приходимо 
до задачі на квазіконформне відображення 
     , i ,z x y x y       [5] однозв’язної 
області * 0* 0zG L L L L     на відповідну 
прямокутну область комплексного квазіпотен-
ціалу  :G i       *     , 0 Q   
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Q dx dy     , 
2 2( , ) ( , ) ( , )x yx y x y x y    . 
Обернена до (2) крайова задача на квазі-
конформне відображення 
     , ,z z x iy        області G  на zG  
та рівняння для дійсної  ,x x    і уявної 
 ,y y    частини характеристичної функції 
течії запишеться у вигляді: 
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Використавши відповідні формули пере-
ходу 
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умови (4) та формули для обчислення компо-
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* * *( ( , ), ( , ), )s x y t s     , 




1 2  
1 – експлуатаційна свердловина, 2 – нагнітальна свердловина, a , b  – розміри елемента симетрії 
Рисунок 1 – Лінійна система з шаховим розміщенням свердловин  
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де рівняння (7) є фактично просторово однови-
мірним (адже змінні t  та   тут фігурують як 
параметри). Останнє дозволяє суттєво спрости-
ти загальну стратегію (розщепити алгоритм) 
розв’язання вихідної задачі, а саме: а) за відо-
мим з попереднього часового кроку ітерації 
розподілом насиченості s  розв’язуємо на на-
ступному кроці задачу на квазіконформне відо-
браження (4) – (6) (зокрема, будуємо динамічну 
сітку, знаходимо квазіпотенціал  , витрату та 
інші невідомі фільтраційні параметри); б) за 
знайденим розподілом квазіпотенціалу і крайо-
вим умовам для насиченості та розподілу s  з 
попереднього кроку ітерації знаходимо розпо-
діл насиченості на наступному кроці розв’я-
зуючи (7) – (8); в) перевіряємо умову зупинки 
алгоритму (однією із таких умов може бути 
умова перевищення допустимої частки витіс-
няючої рідини в продукції експлуатаційної све-
рдловини), у разі невиконання якої переходимо 
до пункту а) алгоритму. 
Для розв’язання задачі (4) – (6) використо-
вуємо розроблений нами (наприклад, [3]) алго-
ритм побудови гідродинамічних сіток. 
Підкреслимо, що запропонований нами 
підхід введення спеціального типу фіктивного 
комплексного квазіпотенціалу (для далеко не 
квазіпотенціальних фізичних полів) з наступ-
ним використанням ідей методу квазіконформ-
них відображень та процедури поетапного «за-
мороження» (фіксації) різних характеристик 
середовища та процесу дає змогу вихідну нелі-
нійну задачу розщепити на послідовність прос-
тіших: крайових задач на квазіконформні відо-
браження та нелінійних задач для просторово 
одновимірних диференціальних рівнянь в час-
тинних похідних першого порядку з парамет-
рами тощо. 
Рівняння (7) апроксимуємо різницевою 
схемою «проти течії» [6]. Таким чином, 
2
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(9) 
де:   – крок за часом, ,i js , ,€i js  – насиченості у 
відповідних вузлах ( , )i j  на попередньому та 
наступному кроці ітерації за часом. Формули 
для розрахунку швидкості записуються анало-
гічно, як і в роботі [3], а граничну умову для 
насиченості – 0, * ,  1,js s j m  . 
На рис. 2 в елементі симетрії зображено  
гідродинамічну сітку при 0t  , 5a  , 2b  , 
0.3r  , 180 20n m   , * 0  , 
* 1  , 1k  , 
0.5  , 1 2  , 2 1  , * 1s  , ( , ) 0s x y  , 
0.0001  . 
Рисунки 3-4 відображають розподіл наси-
ченості та сумарної швидкості у момент часу 


















Рисунок 2 – Елемент симетрії з побудованою гідродинамічною сіткою 
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Залежність сумарної фільтраційної витрати 
( )Q Q t  від часу представлено на рис. 5. Як і 
слід було очікувати, на початку періоду нагні-
тання води в пласт (див. рис. 5а, часовий інтер-
вал *(0, )t ) витрата зростає (це природно, оскі-
льки «загальний опір» пласта зменшується). 
При подальшому нагнітанні води в пласт (див. 
інтервал часу **( , )t t ) витрата Q  спадає до де-
якого свого мінімального значення * *( )Q Q t , 
що пояснюється утворенням зони 
* 1{ : 0 0.7 (0.5)}z zG z s k G
     , де 1k   – 
функція обернена до ( )k s , в якій 
( ) (0) 0.5k s k  . Зі збільшенням часу 
( * 0t t t  ) площа ділянки, де коефіцієнт 
( ) 0.5k s  , збільшується, що призводить до 
зменшення загального опору пласта і, отже, до 
зростання витрати. На інтервалі часу 00( , )t t  
(рис. 5б) проявляється вплив застійної зони 
(окіл точки M ), що призводить до спаду ви-
трати. Після проривання води в експлуатаційну 
свердловину витрата починає стрімко з зроста-
ти. Розраховані характерні моменти часу, а са-
ме: 2* 0.06 10t
  , * 20.45 10t   , 0 1.52t  , 
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Рисунок 4 – Поле сумарної швидкості 
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Рисунок 5 – Залежність сумарної фільтраційної витрати від часу 
 
 
